1. Kvadratickd funkce, kvadraticka rovnice, kvadraticka nerovnice

1.1. Grafy kvadratickych funkci pfi feSeni rovnic a nerovnic

v. . . 3 3 9 oy . v v
Méjme kvadratickou funkci f:y = sz +ox—2 kterou mlzeme upravit doplnénim na ctverec do

vhodnéjsiho tvaru f:y = %(x + 1)? — 3. Dale pomoci grafu zjistéme, pro kterd x € R plati:

Z grafu je patrné, Ze kvadratickd rovnice je rovna nule pro x = —3 a x = 1. To lze zjistit také pomoci
nalezeni korent kvadratické rovnice za pomoci diskriminantu.

Z grafu je ddle patrné, Ze kvadratickd rovnice je vétsi jak nula pravé tehdy, kdyZ se funkce nachazi nad
osou x. To je v pfipadé, ze x € (—o0; —3) U (1; ).

Z grafu také vypliva, Ze kvadraticka rovnice je mensi jak nula pravé tehdy, kdyZ se funkce nachazi pod
osou x. To je v pfipadé, ze x € (—3;1).

Priklad
Reste kvadratickou nerovnici 2x% + 5 < 3x2 + x — 1 s nezndmou v R.

Jako prvni je nutné upravit nerovnici tak, aby na pravé strané byla 0:
—x2—x+6<0
x2+x—-62=0
Je Casto vyhodné mit koeficient a roven jedné. Nyni vypocteme diskriminant.
D=b?—4ac=12-4-1-(-6)=1+24=25
VD =+25=5

Diskriminant vysel vétsi jak nula. To znamen3, Ze graf funkce bude mit dva rlizné pruiseciky s osou x.
Pokud by D = 0, pak by se kvadraticka funkce dotykala osy x pouze v jednom bodé (vrcholu). Pokud



by D byl mensi jak nula, pak by neexistoval prlisecik s osou x a graf funkce by byl kompletné nad osou
x (v pfipadé, Ze a > 0) nebo kompletné pod osou x (v pfipadé, Zze a < 0).

4
_—b+VD -145 | x1=5=2
2= T T2 T 6
X = =5 =3

Kvadraticky €len mohu zapsat obecné takto: ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x). V naem pfipadé
tedy vypada plati x? + x — 6 = (x — 2)(x + 3). Pokud pfepieme do tvaru nerovnice, dostdvdme:

x> +x—6>0
x—2)(x+3)=0

Vzhledem k tomu, Ze koeficient a je vétsi jak nula, pak mizeme tvrdit, Ze funkce bude mit tvar misky.
V opaéném pripadé (a by bylo mensi jak nula) by se jednalo o kopecek. Funkce protina osu x bodech
2; —3.

Re3enim kvadratické nerovnice 2x2? + 5 < 3x? + x — 1 je tedy interval x € (—0; —3 >U< 2; ).

Priklad
Stejnou metodou feste kvadratickou nerovnici 0,5x% — x + 1,5 > 0.

Vyfesime diskriminant: D = b? —4ac = (—1)? —4-0,5-1,5=1-3 = —-2.

Diskriminant vySel zaporny, tedy kvadraticka funkce neprotne osu x. Je otdzka, zda se cely graf nachazi
nad osou x nebo pod ni. Vzhledem k tomu, Ze a > 0, bude graf nad osou x.

Nas zajimalo, kdy je 0,5x% — x + 1,5 > 0, a to plati pro véechna x € R.



Ulohy

416 7 grafu funkce y = o2 — 4 zjistéte viechna z € R, pro ktera plati:
a)$2_4=O b)$2—420
c) 22 —4<0 d) B —1=0

4.17 S vyu#itim grafii kvadratickych funkef feste tyto kvadratické ne
rovnice s neznamou z € R:

a) z* —52+620 b) 222 — 52 +2 < 0
e) —2z2+6z—-9<0 d) 22 —22+3<0
Ulohy k opakovani

4.18 Naértnéte v téZe soustavé soufadnic grafy téchto funkei:
a)y=2*y=2>-1Ly=(z-1)% y=(z-1)2-1
b) y=—22%y=-2(z+3)% y=-2(z-3)?, y = 2(x — 3)?

4.19 Nadrtnéte grafy téchto funkei:
a) y=0522 —z+2 b)y=0522+2+2 ) y= 0522 — x — 2

4.21 Uvedte piiklad kvadratické funkce, pro kterou plati jedna z déle
uvedenych podminek:
a) je shora omezen4 a neni sud;
b) ma minimum v bodé —2, jeji graf ma s osou x dva rfizné spo-
le¢né body:;

¢) je rostouci v intervalu (—oo, 1), klesajici v intervalu (1, +o0),
v bodé 1 je jeji funkéni hodnota rovna —2.

4.24 Reite tyto kvadratické nerovnice s nezndmou z € R:
a) 2z + Tz —15 2 0, 222 4+ 72 — 15 < 0;
b) —z%2 —-3z+10£0, —z*-3z+10>0.

4.16 a) 1 = 2,
z3 = =2; b) z € (—00,-2) U (2,+0); ¢) z € (—2,2); d) z € (-2,2).
4.17a) z € (—00,2)U(3,400); b) z € (0,5;2); ¢) z € R; d) Z4dné feSeni.
421 Napf. a) y = —(z— 1), b) y = (2 +2)2 - 3;¢) y = —(z — 1)2 -2,

S 424 a) z € (—o0;—5) U (1,5;4+00), z € (—5;1,5);
b) z € (—o0; =5) U (2, +00), = € (5, 2).



1.2.Soustava linearni a kvadratické rovnice

Postup feseni:

e zlinearni rovnice vyjadfime jednu neznamou

e vyjadfenou nezndmou dosadime do kvadratické rovnice

e kvadratickou rovnici o dané nezname feSime béznymi metodami
e vypocitdme hodnoty druhé neznamé, nejlépe z linearni rovnice

Priklad
Reste soustavu linedrni a kvadratické rovnice o 2 neznamych v R x R.
x—y=1
x2+y2=25

Nejprve vyjadfime z linearni rovnice neznamou.
x=1+y

Nasledné vyjadienou nezndmou dosadime do druhé rovnice (kvadratické).

(1+y)2+y?=25
14+2y+y?+y2=25
2y2+2y—24=0
y2+y—12=0
Pomoci diskriminantu zjistime kofeny kvadratické rovnice.
D=b?>—4ac=12—-4-1-(—12)=1+48 =49
VD =49 =7

Kvadratickd rovnice bude mit pravé dva koreny.

Y12 =

6
~b+¥D -147 | »1=373
2a 2 8

2

Nasledné dosadime hodnoty y; a y, do linearni rovnice v zadani.
x1=1+y;,=1+3=4
X=1+y,=1—-4=-3
Nasledné zapiSeme vysledek:
K ={[4;3];[-3; 4]}
Zkouska = dosadte obé dvojice feseni do zadani.

https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+x-y%3D1%2C+x%5E2%2By%5E2%3D25



https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+x-y%3D1%2C+x%5E2%2By%5E2%3D25

¥ WolframAlpha

solve x-y=1, x"2+y*2=25

I5s Extended Keyboard * upload

Input interpretation:

x-y=1
solve

x?+y* =125

Results:

Priklad mizeme vyresit také graficky.

Priklady
a)y—2x=25
Xty =5
byx+y=-2
:h;2+y2 =1
c)x2+372 =4
x+2y—-4=0

d)x’+y +3x=4

X—2y=-4

Spravné feseni ovérte na www.wolframapha.com

x>+y2-4=0
X+2y=4

5xy—y?+14=0
2Xx—-y—4=0

it Examples

>4 Random



1.3. Kvadratickd a linearni rovnice vyresena graficky

Pokud mame kvadratickou a linedrni rovnici, Ize jejich soustavu vyresit také pomoci grafické metody.
Povéimnéme si predeslého prikladu, ve kterém se nachazi vyraz x? +y2 = 25. To je predpis pro
kruznici. V dalSim ptikladu mame ale uz predpis linearni a kvadratické funkce.

dx+2y—-6=0

x2—y=0

y=3—-2x
y=x*
Nejprve pocetné. Dosadime linearni rovnici do kvadratické.
3 —2x =x?

x24+2x—-3=0

D=b?>—4ac=22-4-1-(-3)=4+12=16
VD =16 = 4

Kvadratickd rovnice bude mit pravé dva koreny.

—bJ_m/E_—ZJ_rLL_ X1 =

2
_ 2
127 g 2 6

2

Nasledné dosadime hodnoty x; a x, do linedrni rovnice v zadani.

y1=3_2x1=3_2=1
y2=3_2x2=3+6=9

Nasledné zapiSeme vysledek:

K ={[1;1]; [-3;9]}
Zkouska = dosadte obé dvojice feseni do zadani.



Nyni vyfesime graficky. Narysujeme si grafy funkci a priseciky obou funkci jsou vysledky nasi soustavy.

fzry=x%

w
s

Dalsi priklad: vyfeste soustavu rovnic
— v2

Y=X

Xy =8



1.4. Kvadratickd nerovnice v soucinovém tvaru
Kvadratickd nerovnice v sou¢inovém tvaru ma tvar (x + 2)(2x — 1) = 0.

Pfi fesSeni tohoto typu kvadratické nerovnice je dulezité, aby na pravé strané byla vidy nula. Poté
zjistujeme, kdy soucin zavorek je kladny a kdy zaporny.

-

SRl

(x+2) - + +
(2x-1) - - +
(x-_+2)(_2x_—1_) .|_ | - | +

Kde jsme vzaly intervaly? Vzali jsme je vyjadfenim x ze zavorek. Tedy x + 2 =0 - x = —2 a zdruhé
zavorky 2x —1=0->x = % Nasledné do jednotlivych vyraz(i dosadime libovolné Cislo z interval( a
zjistime, zda vysledna hodnota je zaporna nebo kladna. Soudin + a — je pak zaporné znaménko,
v opacném pfipadé kladné.

N3as zajima, kdy je soucin kladny. To nastane v pfipadé sou¢inu —a — nebo + a +. Tedy vysledek
nerovnice je interval K = (—o0; —2 >U< %; ). Pozor, v zadani je vétsi nebo rovno, tedy krajni body

se musi v intervalu nachazet.

1.5. Kvadraticka nerovnice v podilovém tvaru

. . . , . vs 2x+1 .. v T
Kvadratickd nerovnice v podilovém tvaru ma tvar napftiklad TZoaris = 0. Jako prvni si uré¢ime defini¢ni

obor a pfevedeme citatel nebo jmenovatel (dle potfeby) do soucinového tvaru.

2x+1
—_—>
x2—4x+3

2x+1

(x—3)(x—1)20

Tento tvar jmenovatele bychom dostali vypocétem diskriminantu a kofenl kvadratické rovnice. Ze
jmenovatele také vyéteme, Ze definiénim oborem bude R — {1; 3}. Nastdva otdzka, kdy bude zlomek
vétsi jak 0. To nastane tehdy, pokud Citatel bude + a jmenovatel + nebo Citatel — a jmenovatel —.
Soucasné také musime zjistit, kdy bude jmenovatel kladny a kdy zadporny. To bude za predpokladu, kdy
obé zavorky budou bud' kladné nebo zdporné zarover.



CITATEL

2x+1=20
(c=-3) (-2=)
—00; — = —5; ™
2 2
2x+1 - +
JMENOVATEL
(=;1) (13) (3;)
x—3 — — +
x—1 — + +
x-3x-1) | + — +
2x+1

G-DE-D> "

Nejprve zjistime, kdy je Citatel i jmenovatel kladny zaroven.
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Cerveny interval je pro &itatele — plné kole¢ko nam vyjadfuje, Ze vysledek maze byt i nulovy. Zeleny

interval je pak jmenovatel, ktery musi byt nenulovy. Tedy K; =< —%; 1) U (3; )

Nyni pfipad, kdy Citatel i jmenovatel bude zaporny zaroven.

]

Vidime, Ze k priniku intervall nedoslo. K, = @. Vysledek je potom K; U K, =< —%; 1) U (3; )
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