1. Kvadraticka funkce

Kvadraticka funkce je kazda funkce na mnoziné R (tj. o definicnim oboru R) ve tvaru
y = ax? + bx + c,

kdea € R\ {0},b,c € R.

Priklad
Narysujte graf kvadratické funkce g: y = x2.
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Grafem kvadratické funkce je neprerusovana cCara zvana parabola. Z tabulky a grafu Ize usoudit, Ze
oborem hodnot je interval RB’, tedy interval < 0;00). Funkce je vintervalu (—oo; 0 > klesajici,
vintervalu < 0; ). Funkce ma v bodé 0 minimum, Zadné maximum funkce nema. Funkce je zdola
omezend, shora neni omezena. Funkce je suda.
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Priklad
V predeslém prikladu vidime, Ze koeficienta = 1,b = 0,c = 0. . v y = 222
Co se stane ale v pfipadé, Ze koeficienty b, ¢ zlistanou nulové, \ \ | / [B= a? ,
koeficient a se ale zatne ménit? \ \ \ 4 / / & e
W \ il // y= 3a?
Pokud koeficient a bude zaporny, parabola se preklopi podle osy \\\ \ \ 3T / / J / '
x. Pokud koeficient a < 1, pak se bude graf vice pfibliZovat ose \\ \ \ 2T /////
v a stoupani (klesani) bude prudsi. V ptipadé, ze a > 1, pak bude \\\\ i /
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Piiklad — funkce ve tvaru y = ax? + ¢
Méjme graf funkce hy:y = %xz. Nyni sestrojme pomoci tohoto grafu novy graf h,:y = zxz - 3.

Vidime, Ze se zménil pouze koeficient ¢ = —3. Pro ostatni koeficienty platia = %,b =0.

Y
hi:y= %12 t7

Koeficient ¢ posouva graf funkce ve sméru osy y. V naSem pfipadé je c = —3, tedy posun vrcholu do
bodu —3.

Piiklad — funkce ve tvaru y = a(x + d)?
Opét vyuzijeme funkci hy:y = %xz. Budeme hledat podobu funkce h,:y = z(x+ 1)2. Vtomto

pfipadé posuneme graf funkce o jednu jednotku v zdporném sméru.
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Piiklad — funkce ve tvaruy = a(x + d)? + ¢

y - . 3 5 , ha:y=3(z+1)2 |-
Opét vyuzijeme funkci hy:y = 2X Nyni budeme hledat y !

iy =3 2 _ . \ \ 16 / /
podobu funkce hs:y = Z(x + 1) —3. Jednd se o \ " /
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kombinaci dvou predeslych pripadl. Nejprve posuneme \ \ 4 / /}“' G
graf funkce y = %xz o 3 jednotky ve sméru osy y smérem \\ \ 3 / /

(g . . \ o
dolu, poté diky zavorce posuneme graf funkce o jednu \ \ ;./
jednotku v zdporném sméru osy x. \\\ VA
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Ptiklad — funkce ve tvaru y = ax? + bx + ¢, doplnéni vyrazu na &tverec
Sestroj graf funkce y = %xz + gx - z. Jednou z mozZnosti, jak sestrojit graf funkce, je doplnénim vyrazu

na ¢tverec, neboli doplnéni na druhou mocninu dvojélenu.
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Nejprve upravime vyraz %xz + gx - ztak, aby bylo x? osamostatnéno. Tedy:

Dulezité je si povsimnout prvnich dvou €lenti v zavorce, které jsou zakladem pro vzorec:
(a + b)? = a? + 2ab + b? nebo (a — b)? = a? — 2ab + b2.

V nadem ptipadé bude diky kladnému koeficientu b = %vyuiit vzorec (a + b)? = a? + 2ab + b?.

Upravime zavorku x2 + 2x na tvar vyuZivajici druhé mocniny zévorky. Vime, e a = 1, 2ab = 2.Z toho
tedy plyne, Ze

2ab =2
ab =1
b=1

Pak tedy dostavame: (x + 1)2 = x2 + 2x + 1 a to je vztah podobny vztahu v zvorce % (x? 4+ 2x) — 3.

Dostavame tedy

3(2+2 +1) 9—3( +1)? 3.2
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3 . o . . 3 , . .
Hodnotu 3 bylo nutné odecist, jelikoZ rozloZzenim vzorce bychom dostali o 5 havic. Pozor, je nutné

. /3 . T .
nezapomenout na nasobeni " pred zavorkou!!! Finalni vyraz ma tvar:
3 2
y = Z(x +1)“-3

Nyni mGzZeme narysovat graf. Nejprve si pomoci tabulky hodnot udélame graf pro funkci y = sz. Poté

posuneme graf ve sméru osy y smérem dolu o 3. Nasledné posuneme graf o —3 v zdporném sméru
osy X.

V zavéru jesté nastinime vzorec pro vypocet vrcholu paraboly, ktery je dan vztahem:
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nebo pokud mdame tvar paraboly ve tvaru doplnéném na ¢tverec, pak plati, Ze soufadnice vrcholu jsou
rovny:

3
y=7G+1?=8..v = [=8-1]

PovSimnéme si, Ze x soufadnice zachovavd znaménko, ale soufadnice pro y znaménko otaci.

Dalsimi faktory ovliviiujici podobu paraboly jsou priseciky s osou x a y. Nejprve zacnéme s prisecikem
s osou y, ktery je pro vypocet jednodussi. PovSimnéme si na grafu funkce, jakou x-ovou soufadnici
bude mit bod, kterym prochdzi funkce a zaroven protina osu y? To je moZné pouze a jen tehdy, pokud
x = 0. Staci tedy za x dosadit 0 a ziskdme prilisecik s osou y.

3
y=Z(x+1)2—3

3
y=,0+1?-3



Funkce prochdzi osou y vbodé A = [O; —z]. Dosazenim do y = sz +%x —z dostaneme stejny

vysledek.

Pro prasecik/priseciky s osou x je vypocet slozitéjsi. VyuZijeme tzv. diskriminant a za y dosadime 0.
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PraCUjeme S prvnim vyrazemy = Zx + Ex - -
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Ziskame tak kvadratickou rovnici:
3 2, 3 9 _ 0 4
2¥ T3X 73703
x%?+2x—3=

D=b?>—4ac=22-4-1-(-3)=4+12=16
VD =16 = 4

Pokud by byl diskriminant vétsi nez 0, pak bude mit kvadraticka rovnice dva realné kofeny, a tedy dva
rtzné praseciky s osou x.

Pokud by byl diskriminant roven 0, pak bude mit kvadraticka rovnice dva totoZné koteny, a tedy jeden
prisecik s osou x.

Pokud by byl diskriminant mensi nez 0, pak nemad kvadraticka rovnice redlné koreny, a tedy cely graf
bude bud nad osou x (a > 0) anebo cely graf bude pod osou x (a < 0).

V nasem pfipadé dostaneme dva rzné priseciky s osou x. Dosadime do vztahu:
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X1,2 =

= -3

Vyraz ax? + bx + c lze zapsat jako a(x — x;)(x — x;). Tedy x2 + 2x — 3 = (x — 1)(x + 3).

Prisediky pak maji soufadnice X = [1;0],Y = [-3;0].



4.7 Naértnéte graf funkce y = 1,522, MiiZete ho néjak vyuzit k sestro-
jeni grafu funkce y = —1,5z%7
Jaka je vzajemna poloha grafi funkef y = az?, y = —aaz? pii
daném a # 07
[Vyuzijte osovou soumeérnost.
4.8 Nacértnéte v tézZe soustavé souradnic grafy téchto funkei:
a) Y= z? +cproc=0;3;2;-05
b) y = (z — k)? pro k = 0;1;2,5; -2; —1,5
c) y=(@—k)iP+mprok=1m=2k=1m=-2k=1,m=
=15
dy=@E—k)?+mprok=-2m=2k=-1,m=2; k=05,
m=2
4.9 Naértnéte grafy téchto funkei:
a) y=a*—2x+3 b) y=—z*-6z—38
c)y=2:1:2+5:c—1 d) y=—-05z%+z+2
7 grafi pak popiste vlastnosti funkci.
4.10 DokaZte, Ze hodnota funkce y = 2? — 4z + 5 je v kaZdém bodé
kladné ¢islo. Nacértnéte jeji graf a popiste jeji vlastnosti.

4.14 Naértnéte v téze soustavé souiadnic grafy téchto funkci:
a) y=a2—2z—2,y= |z — 2z — 2
b) y=—2+4z+1,y=|—z®+4z +1|
c) y=2z-1,y=|2z~-1|

U posledniho pfikladu nejprve narysujte graf kvadratické funkce a ndasledné Uvahou narysujte graf
s absolutni hodnotou.

4.7 Grafy
jsou soumérné sdruzeny podle pfimky o rovnici y = 0. 4.9 a) V bodé 1
minimumn, v intervalu (—oo,1) klesajici, v intervalu (1,+o00) rostou-
ci, neni shora omezend, je zdola omezend. b) V bodé —3 maximum,
v intervalu (—3, +00) klesajici, v intervalu (—oc, —3) rostouci, je shora
omezena, neni zdola omezena. ¢) V bodé —;;‘3 minimum, v intervalu
(—o00,—2) klesajici, v intervalu (—2,+00) rostouci, neni shora ome-

zend, je zdola omezena. d) V bodé 1 maximum, v intervalu (—o0,1)
rostouci, v intervalu (1, +oc) klesajici, je shora omezend, neni zdola
omezend. 4.10 2® — 4z + 5 = (z — 2)%2 + 1; v bodé 2 minimum,
v intervalu (—oo,2) klesajici, v intervalu (2, +00) rostouci, je zdola
omezend, neni shora omezend.



